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Resumen.Los métodos de agregaciéon de modelos en aprendiatgenatico combinan varias
hip6tesis hechas sobre un mismo conjunto de dawoskfin de obtener un modelo predictivo
con una mejor performance. Los mismos han sidoiamphte estudiados y han dado lugar a
numerosos trabajos tanto experimentales como t=Omn diversos contextos: clasificacion,
regresién, aprendizaje no supervisado, etc. Eltiobjele este trabajo es en un primer momento
repasar varios métodos conocidos de agregacionodelos y luego realizar dos aplicaciones
para comparar sus performances. La primera coreisgstudiar sus predicciones sobre distintas
bases de datos para la clasificacién, en parti@rigsroblemas de varias clases, y la segunda en
utilizarlos en el contexto de la estimacién dedagidad de una variable aleatoria.
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Summary.- Aggregation methods in machine learning models @oenkeveral assumptions
made on the same dataset in order to obtain a ptie@ model with higher accuracy. They have
been extensively studied and have led to numepqesienental and theoretical works in various
contexts: classification, regression, unsupervianing, etc. The aim of this work is in a first
time reviewing several known models of aggregadiot then compares their performances over
two applications. The first is for making predict® on different databases, particularly in
multiclass problems, and the second to use thethdncontext of estimating the density of a
random variable.

Keywords: Model Aggregation; Boosting; Bagging; Random For&acking.

1. Introduccién.- El principio del Aprendizaje Automatico o Machinedrning consiste, en el
contexto supervisado, a partir de una muestra gmdizajel = {(X;,Y,), X3, Y5), ..., X, Yo) 3
constituida por n realizaciones de un par de visahleatorias (X,Y), construir una funciéon
f: X — Y con la cual, dada una nuevo vector de entkade pueda predecir con cierto grado de
certeza la variabl = f(X). Para cada observaci¢X,; Y;) de£, a la variabl&; € X' se le llama
variable de entrada o explicativa o input (puedeausevector) y aY; € Y variable dependiente u
output. Cuando la variable dependiente es disamthabla de un problema de clasificacion y
cuando es continua de un problema de regresion. efonplo si disponemos de datos
ambientales un dia d, un posible vector de entpadiaia seiX = (temperatura, viento, presiéon
atmosférica, humedad) y la salifael nivel de contaminacion al dia siguiente. Sevamos
durante varios dias en un mismo periodo estasteaisticas se dispondra de una base de datos
cuyo obijetivo serd, en similar periodo, dado unvoueector X con los atributos (temperatura,
viento, presion atmosférica, humedad), predecingl de contaminacion Y al dia siguiente.

Matematicamente, para lograr este cometido, sensuppmef pertenece a cierta clase de
funcionesH y se buscd* que minimiza el riesgB,, sobre una funcién de pérditiaes decir:
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f*=Arg ﬂi}r; R.(f) = Arg ﬂl;}_ Eixyy (L(f,X,Y))

En un problema de clasificacion, e {1, ..., K}, la funcion de perdida d<f, X, Y) = 1{yz¢x)).
el riesgo es R () =P(Y # f(X)) y f*(x) = Argmaxyeps, k3 P(Y = kIX = x). Es decir,f*
predice la clas&k que hace maxima la probabilidad a posterioriYdeonociendoX. Este
clasificador se conoce como clasificador de Bayes.

En un problema de regresion se suele usar comafude perdida a(f, X, Y) = (Y — f(X))?, el
riesgo eR () = Exy) (Y = f(X))?) y f*(x) = E(Y|X =x).

En la préactica, al desconocer la distribucion cotgude(X,Y) (jy también las marginales!), se
busca encontrar una funcidf), basada en la distribuciébn empirica, que mininezaiesgo
empiricoR,, 1, (f) sobre la muestr4, es decir:

. : 1 mn
fax = Arg min R (f) = Arg 51;]_.;;.;2 LOfF (Xe). X, Y

=1

Es posible adaptar el razonamiento anterior alecdotno supervisado, es decir cuando la
muestral estd formada Unicamente de variables de entradasdgsconocen los outputs. Por
ejemplo, es el caso de muestras provenientes maliaacion de una variable aleatoria a la cual
por ejemplo se quiere luego estimar la densidadjeomuestras que contienen distintas
caracteristicas de individuos y se los quiere agrppr grupos de afinidades (clustering).

El enfoque anterior estd a la base de la teoriagtendizaje automético que se puede encontrar
desarrollada por ejemplo en los libros [1] y [2] @mo de las numerosas aplicaciones que han
ido apareciendo.

Un método de aplicacion muy utilizado en aprendizapjtomético es Classification And
Regression Trees (CART), algoritmo desarrollado Bogiman en 1984 en [3] que permite
obtener, como su nombre lo indica, arboles defidasion o de regresion mediante un método
jerarquico divisivo. Para construir un arbol metkaeste método, se realizan una serie de
divisiones binarias de los datos en subconjuntesrias homogéneos posibles (a partir de algun
criterio), segun diversas reglas de decisionegahiegar a un arbol maximal donde se reparten
todas las observaciones y que contiene en cadataga terminal) una muy poca cantidad de
datos (tipicamente 5). Como las reglas de divisiom del tipo “si x>1 entonces... y skxl
entonces...”, un arbol de decision divide recursivame! espacio de observaciones con planos
perpendiculares a los ejes coordenadas. A lososfelet evitar el sobreajuste sobre los datos con
los cuales se entrena el modelo, se utiliza unrishgo aglomerativo (pruning) que redne varias
hojas y ramas del arbol, de alguna manera inadesuathteniéndose un arbol que tenga mejor
poder de prediccion. En cada hoja, se elige ledas estd mas representada mediante un voto
mayoritario en el caso de la clasificacion o seehelqppromedio de la variable dependiente en el
caso de la regresion. Una de las mayores vertdaj@ART es su facil interpretabilidad y, por lo
tanto, es muy facil dada una nueva observaciordepie la salida que da el algoritmo. Sin
embargo este algoritmo es muy inestable: una pequafiacién en el conjunto de los datos
conlleva varias veces a un arbol totalmente dastirBugerimos al lector interesado en
profundizar sobre esta técnica recurrir a [3] t]a [

Una manera de remediar el problema anterior es haeeagregacion de modelos. Los métodos
de agregacion de modelos consisten en, a partundmismo conjunto de datds construir
varios predictores que llamaremos hipétesis intdian@s y combinarlos de alguna forma para
poder obtener un predictor mas estable, con magdobmnance y disminuyendo la varianza.
Ademas de tomar en cuenta qué tipo de modelosrietiarios se consideran, existen varias
maneras de combinarlos.
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Este trabajo se desarrolla de la manera siguiEntéa seccién 2 exponemos generalidades sobre
los métodos de agregacion de modelos y algunosqee$o La seccion 3 explicita cuatro
algoritmos de agregacion de modelos conocidos: iBggandom Forest, Boosting y Stacking.
Finalmente en la seccién 4 presentamos dos agiweei en las cuales juegan un papel
importante este tipo de métodos: la clasificaciémdtos y la estimacion de densidad.

2. Métodos de agregacion.€£n un problema de clasificacién de varias clasetissonemos de
un conjunto de datos, a los efectos de obtener modelos de prediccié nodusto, podemos
construir M clasificadoreg,, g,, ..., gu para predecir la variable dependiente Y y comlosar
Se puede definir un “clasificador agregado” de mamatural, como el voto por mayoria de los
M clasificadores intermediarios, es decir:

M
f() = Arg  max (#{m:gn(x) =k}) = Arg max (Z Ligm(r=k)
m=1

Otra manera de combinar estos clasificadores im#iarios puede ser mediante un voto
ponderado. Sk, ..., ay SON nUmeros reales, podemos definir el “clasificadyregado” como el
gue predice la clase resultante de la mayor sumdgrada de los clasificadorgs, g;, ..., gm
que la predicen:

M
Jr[-r} = “'1TH FLE?%‘::.I.:.‘.{K] Z IE'rr?:j‘[,t,l,-ﬂlf:tfl:.’u:|

m=1

Andlogamente para el caso de la regresion, un giogdagregado podria definirse como el
promedio de las predicciones hechas ggi,, ..., gy Sobre la muestrd donde también se
puede considerar una ponderacion. En este castegicipr agregado seria por lo tanto una
combinacion lineal de la forma

M

fx) = Z e

m=1
dondeaqy, ..., ay Son coeficientes reales.

Los métodos descriptos anteriormente son ejemposétodos de agregacion de modelos y
buscan a partir de un conjunto de hipétesis de pags, ...,gu combinarlos a los efectos de
obtener un nuevo predictor mas estable, que digmialierror cometido.

Estos métodos han generado numerosos trabajosficentdonde se abordan las propiedades
tedricas y las performances de los mismos, tomamauenta dos factores importantes: la

manera de obtener el conjunto de las hipétesisnietdiarias y la manera de combinarlas. Se
pueden dividir estos métodos en dos grandes familis métodos de agregacion de modelos
homogéneos y los métodos de agregacion de modetesobéneos. La primera familia esta

formada por aquellos métodos que combinan hipé@sisa misma naturaleza: las distintas

hip6tesis provienen de un mismo tipo de algoritreoagrendizaje. Por ejemplo, se combinan

varios arboles de clasificacion o varias redes orales. En esta categoria los métodos mas
conocidos son Bagging, Random Forest y Boostingueflgs métodos de agregacion que

combinan hipétesis proveniente de distintos algurs de aprendizaje, por ejemplo combinar

tres arboles de clasificaciéon, una maquina de s$epctorial y una red neuronal, constituyen la

familia de los métodos de agregacion heterogértgqwocedimiento Stacking es un ejemplo de

métodos de agregacion de modelos heterogéneos.

2.1. Bagging.-La técnica Bagging, por Booststrap aggregating,ifitteducido por Breiman en
1996 en [4] y es un método de agregacion de modelowgéneos que se basa sobre el voto
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mayoritario o el promedio segin el caso. El métodosiste en hacer varias remuestras del
conjunto de datos iniciales y promediar las preadiees hechas por los distintos clasificadores.
Mas precisamente, a partir de un conjunto de ddtes{(X;,Y;), (X5, Y5), ..., X, Y} se
realiza, mediante el procedimiento bootstrap [Bltitaje con reposicién de n observacione<£ de
obteniéndose una nueva muesfia Cada elemento dé tiene una probabilidad dé —

n
(1 - %) ~ 0,63 (si n es grande) de salir sorteado y por lo tdetaparecer efi*. A esta nueva

muestra se le aplica el algoritmo deseado. Seeregie procedimiento M veces obteniendo de
esta manera M modelosg,,...,gu Y €l predictor final es el voto mayoritario de |64
estimadores en clasificacion o el promedio en &b cke la regresion (Figura 1), es decir:

M
1
frag(x) = Arg max(#{m: g, (x) =¥}) (clasificaclén) o frm,;(x):ﬁg gm(x)  (regresion)
b
m=1

Este método reduce el error al combinar variosifdadores con alta varianza, como por
ejemplo, los arboles de clasificacion, y se hastrado en varios trabajos las mejoras obtenidas
en las performances en problemas de clasificacide regresion. El fundamento teérico se basa
en que el error promedio que se obtiene sobre &straude entrenamientoes mayor o igual al
error obtenido por el estimador Bagging. En efesgopuede probar (ver [4]) que fses un
predictor obtenido sobey fy,, el obtenido por Bagging entonces:

Ec(Eny (Y — fIXDZ Exny (Y — foag(X))?

A continuacion se resume el algoritmo Bagging:

Seal = {(X,, Y1), X3, Y5), ..., Xy, Yp)} conX; € X, Y, € {1,...,K} oY; eR
1) Se construyen M muestras bootstrgpLs, ..., Ly, de tamafio n.
2) Para cada una de ellas se calculan estimagddres .., gu-
3) Elestimador Bagging es:

M
1
foap(x) = Arg max(#{m: gp,(x) = ¥}) [(clasificacidn) o fyaq(x) = 7] Z A ix) (regresion)
* m=1

Este algoritmo es muy sencillo de utilizar y edlfadaptarlo a cualquier método de aprendizaje
con que se trabaja.

B muestras bootstrap B modela:

Modelo 1

/’ = i [ N
/ \ Modelo agregado
BN

Datos Modela 2 1 Y",
- S bl 2 b——] fe=gle
£ = (K1) s (s Yo)) £ = {(RE YZ ) (K0 V)

i . A

1 1 /
\ Modelo B /
—>1 R

N .
Ly =1 X'{;:'Y.'Ill\j-]'""{‘x’.i.\ll'yiil];

Figura I.- El método Bagging en regresion.

2.2. Random Forest.- Breiman en 2001 propone el algoritmo Random Fofesboles
aleatorios) en [6] que combina las técnicas de CARRgging. El mismo tiene como propdsito
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incorporar la aleatoriedad en las distintas etajga$a construccién de un arbol obtenido por
CART. Al igual que en Bagging, se sortean M muestpaotstrap del conjunto de datos
originalesL. Sobre las mismas se construyen M arboles pareulles, en cada nodo, se elige la
mejor subdivision hecha por un subconjunto de bé& explicativas seleccionadas
aleatoriamente. Los arboles que se obtienen sorinmabes, es decir que en este caso no se
podan. En el caso de un problema de clasifica¢@prediccion de una observacion hecha por
Random Forest es la clase mas votada entre lag&cgmues hechas por los M arboles y en
regresion se hace un promedio de los valores akign&e ha mostrado que Random Forests es
uno de los algoritmos con mejores performanceogmptoblemas de aprendizaje, en particular
en aquellos que cuentan con una cantidad importhnteariables explicativas. Sin embargo si
sélo algunas pocas son de relevancia, el Boostiete sser mas eficaz que Random Forest.
Finalmente mencionamos que se cuenta con vari@sios que permiten obtener la importancia
de cada una de las variables explicativas en eklo@fregado por Random Forest.

2.3. Boosting.- Boosting busca combinar a través de varias itemnasia@le un mismo algoritmo
de base las predicciones hechas de manera adaptslids precisamente la performance del
predictor de la etapa m influye sobre la manerguense considera la muestra en la etapa m+1.
Realizando estas variaciones adaptativas de latraugsasignando un peso a cada predictor
intermediario se obtiene un clasificador final refisiente, que disminuye la varianza y también
el sesgo. El algoritmo Adaboost (Figura IlI) desdadm por Freund et Schapire en [7] es sin
duda el algoritmo del tipo Boosting méas conocidesyudiado. Este utiliza por lo general los
arboles de decisibn como modelos de base, poralof@uma parte de los métodos de agregacién
de modelos homogéneos, y fue pensado originalmegata la clasificacion binaria. A la
iteracién m del algoritmo, siguiendo cierta distichbn, se construye un arbol y se observa las
previsiones de éste sobre todos los datos de latraué aquellos datos mal clasificados, se les
asignan un peso mayor, influyendo de esta mandéna $a distribucién de los datos de la etapa
m+1 y forzando al predictor correspondiente en ttasad'mas en cuenta”. El predictor que se
obtiene al final resulta de un voto mayoritario gerado o de un promedio ponderado de los
predictores de las distintas etapas. Al focalizadere los ejemplos mal clasificados, el error
empirico disminuye rapidamente. Sin embargo, endeegontribuir a un sobreaprendizaje sobre
los datos utilizados, se prueba que el error dergéimacion disminuye también, lo cual hace de
Adaboost un algoritmo con un muy buen rendimiento.

Datos 1: L ={{X,. 1), ... (X, )]} —  Modelol [ —> Coeficiente 1

g !
Modelo 2 Coeficiente 2

Datos penderados 2 —_— - — o,

K_Y_)

Datos ponderados M > Madels M > Coeficiente M

Im Ty

7 7
M
fre (x) = sigmo (Z f g,..)

=1

Figura I.- EI método Adaboost para la clasificaciBimaria
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A continuacion damos una descripcion explicita dal#oost para la clasificacion binaria:
1) SiL={X,Y), (X5 Y), .., Xy Yo} conX; € X, Y; € {—1,1}, se inicializan los pesos
de las observaciones con (i) = % paratodd =1, ..., n.
2) Param=1,..,M:

a. Se construye a partir de€ y de los pesosv,, (i) un clasificadorg,,: X —
{—1,1} que minimiza el error global, = XiL; Wy (D) 1(g,, x)2yi}-

b. Calculamosx,, = log (1_6"])

€m
c. Actualizamos los pesosw,,; (i) = wy,(i)e* ™ EmeD*vi} parai=1,..,n Yy
los normalizamos.

3) Elclasificador final es:
M M

f(x) = ﬂ?"ﬂl‘!l}i—_l:{ Z Ly 1{,t_rm{r}?-y] = signo Z L Hm{-xj

m=1 =1

Observar que a cada etapa m del algoritmo, sei¢gaasin peso mayor a los datos mal
clasificados pog,, (estos son los ejemplos para los cusigs, (x;) = —1). Si el error €, la
suma de los pesos de las observaciones mal ciasicpor el clasificador de la etapa m es

1 . ™ . . . P .
mayor que; (esto significa que mas de la mitad de las olasgmnes estan mal clasificadas) se

detiene el algoritmo. Esta condicion implica queclelsificador debe predecir mejor que una
clasificacion aleatoria.

En [8], se puede encontrar de manera muy clargpumeba de que el clasificador f construido
por Adaboost minimiza el riesgo de la funcion dedjmia exponencial(y,f) = e™'™® y que
coincide con la regla de clasificacién de Bay€¢s) = Argmax P(Y = y|X = x), minimizando

y

por lo tanto el error de clasificacion.

En el caso de la regresion, donde la variable dkpete es continua, se puede adaptar el
clasificador anterior definiend@x) como:

M

f()= ) angn ()

m=1

gue resulta ser un promedio ponderado de losttistresultados obtenidos s g,, -, Eu-

Una variante de Adaboost, Arcing, introducido poeiBian en [9], consiste en utilizar en cada
etapa los pesos de las observaciones para extraenuestra bootstrap con la cual se construye
el clasificador intermediario.

Adaboost ha sido muy estudiado y sus propiedadésicass han inspirado muchas
generalizaciones, enfoques y extensiones al caspuena variable a predecir pertenezca a un
conjunto con mas de dos elementos o sea contimual Easo de problemas de varias clases (0
multiclases), se conocen varias extensiones deda$d La mas inmediata es Adaboost.M1 que
es el mismo algoritmo que Adaboost pero consideramue la variable dependiente pueda
pertenecer a mas de dos clases, es gedr{l,...,K} (si K=2, Adaboost.M1 coincide con
Adaboost). Otros métodos reducen y transformanreblpma en aplicar reiteradas veces
Adaboost a milltiples problemas binarios (por ejemptlaboost.M2, Adaboost.MH) que no
conducen necesariamente a predictores optimalesnjlecan naturalmente a aumentar la
complejidad. Los argumentos tedricos justificana® implementaciones de las adaptaciones de
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Adaboost a estos contextos no estan tan desawsli@mo para el caso binario y son objetos de
estudio de varios trabajos recientes, donde seabobtener directamente un clasificador
multiclases (ver [10],[11],[12]). En [10] los auésr proponen el método SAMME (Stagewise
Additive Modeling using a Multi-class Exponentiakk function). En este caso, el algoritmo es
el mismo que Adaboost.M1 con la diferencia que émaso 2.b) se le suma @, el
terminolog (K — 1) (observe que si el problema es binario SAMME dde@con Adaboost). El
ajuste anterior se debe al tipo de funcidn de pardjue se busca minimizar, en este caso la

. . . . 1ot .
funcion de perdida multiclases exponendi@f, f) = e & f gue extiende de manera natural la
funcién de perdida exponencial que se utiliza phaso binario.

2.4. Stacking.-Este algoritmo pertenece al grupo de los métodamydegacion heterogéneos, y
por lo tanto tiene la particularidad de poder carabivarios estimadores provenientes de
distintos métodos de aprendizaje. Fue introducido \Wolpert en 1992 en [13]. Se elige al
principio una cantidad M de algoritmos que se gu@mbinar. En una primera etapa, llamada
nivel-0, se divide aleatoriamente la muestra de reeamiento

L ={(X;,Y1), (X3, Y2), ..., Xp, Yu)} €n J subconjuntds,, L, ..., L;. Luego, en un procedimiento
de validacion cruzada, se consideran para ¢ada, ...,] los conjuntosL() = L\L; con los
cuales se entrenan los M algoritmos de aprendyzd@gnotamos p(gﬁ,:’) el modelo obtenido por

el algoritmo m sobre el conjunto de entrenamiditd. Estos modelos obtenidos se llaman
modelos de nivel-0. A partir de ellos, y para cabbaervaciorX; deL;, denotamos pory,; la
prediccion hecha por el mod@é{’), es decizy,; = g;’)(xi). De esta manera, obtenemos para
cada observacion i dg; un nuevo vector de prediccion€y;, zy;, z,;, ..., Zwi). Se dispone
entonces de un nuevo conjunto de entrenamightie n vectores con M+1 coordenadas que
llamamos nivel-1 de datos. Este Gltimo permite eswdr g, el modelo de nivel-1. Finalmente a
partir de toda la muestra de entrenamighte obtienen los M modelgs, ..., gu proveniente de
los M algoritmos de aprendizaje considerados emiv&l-0. Para clasificar un nuevo dato, se
utilizan los modelogy, ..., gu Y 9. La prediccidn final sobre un nuevo dato x es:

f(l} — Q-{xr.‘(h{x}r ---;HM(X}}-

Una variante del procedimiento de validacion crazatllizado para formar los conjuntos de
entrenamiento de nivel-0 es aplicar la técnica'ldelve-one-out” a la muestix para cada i, se
considera el conjunt6) = £L\{(X;, Y;)} y se considerap{™”, g5, ..., g, los M modelos del
nivel-0  entrenados sobre LDy el vector de  predicciones Z; =
(gg_i)(Xi),gg_i)(Xi),...,gl(vfi)(Xi)). Entonces el conjunto de entrenamiento para edlfives
L' ={(Y,Z,), Y5, Z;) ..., (Yy,Z,)}. Esta idea es la que utiliza Breiman en [14] paokcar el
método Stacking al caso de la regresion y dongeeglictor final del nivel-1es:

M

)= ) €@

m=1
siendoay, ..., ay; coeficientes que se obtienen mediante una regrasige deZ sobreY y
g1, -, 8u Son los M modelos obtenidos a partir del conjdnto

Como dijimos anteriormente la cantidad M de modelas se utilizan es fija antes de comenzar
y es una componente esencial en el disefio deliigorEsta es una diferencia significativa con

el Bagging o el Boosting, donde M influye Unicaneeah la cantidad final de sumandos, no en
como se conforma la combinacion lineal. En [15§ &utores hacen un estudio empirico muy
interesante sobre problemas de clasificacion dondestran que este método obtiene mejores
resultados si en vez de utilizar la asignacionizedh por cada hipotesis se consideran las
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probabilidades que cada hipétesis asigna a cada.dkor otro lado los mejores resultados se
obtienen cuando se usan modelos de regresion kneall nivel-1 y que los resultados obtenidos
por esta técnica son mejores que las obtenidagopomayoritario.

En [16], Smyth et Wolpert adaptan la teoria delcltegy a un contexto de aprendizaje no
supervisado: la estimacién de la densidad de unabla aleatoria. Para ello se combinan M
estimadores de densidad de manera analoga alwaswisado visto anteriormente. Recordamos
gue si se dispone de n realizaciofg¥s X,, ...,X,} de una variable aleatoria X con densidad
desconocida f, un estimador por nicleo def enR es:

R

=1

dondeK es una funcién nicle& (es una funcién no negativa, simétrica y tal fji&t)dt = 1) y

h el parametro de ancho de ventana. Se empiezazaeddi una particion mediante un
procedimiento de validacion cruzada del conjuntdaest = {X;,X,, ..., X,} en J subconjuntos
Ly, Ly, ..,L; y se consideran para cagle 1,...,] los conjuntosL(™? = L\L;. Se ajustan M
estimadores de densidad por nlcfgo...,gy sobre cada una de las muestt&s?, ..., L(D
obteniéndose de esta manera para eada{l,...,M} los estimadoregf;l), ...,gf;]). Estos se
evallan sobré,, L,, ..., Ly y se obtiene la matriz de tamaifix M:

— X i- f (=1 -
) e 8 iy (B | o |

s : 5 : =| gi1(£) g:(L) 93 (L)
el 79 QO el § ) SO Ll (e I |- I

La matriz A se utiliza para obtener, mediante gbatmo Expectation-Maximization - EM, los
coeficientesy, ..., oy que maximizan la log verosimilitud del modél¢x) = ¥M_, o, g5, (X).
Por ultimo se re-estimap,, ..., gy Utilizando todo el conjunto de datdsy el “estimador
Stacking” es la combinacion lineal de estos modelor los coeficientes,, ..., ay encontrados
anteriormente, es decir:

M

f) = ) ngn @)

m=1

Esta técnica de estimacion de la densidad nos&eamilas dos aplicaciones que desarrollamos a
continuacion.

3. Aplicaciones.- En esta seccién presentaremos dos aplicacionegrif@era evaluar las
performances de los algoritmos de agregacion dmse de datos conocidas comparando con los
resultados de la propia base de datos (aprendimpgrvisado) y la segunda utilizar las técnicas
de agregacion de modelos al problema de de la &stim de la densidad de una variable
aleatoria (aprendizaje no supervisado).

3.1. Problema de clasificacion.Con el fin de comparar las performances de los dostale

agregacion vistos anteriormente, elegimos cuatsedde datos disponibles en el UCI Machine
Learning Repositoryhttp://mlearn.ics.uci.ed)/ No nos limitaremos Unicamente a problemas
binarios sino que también evaluaremos sus comp@téos sobre conjuntos cuya variable
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dependiente pueda pertenecer a mas de dos claehiénh elegimos estas bases de datos
teniendo en cuenta la cantidad de variables explasainvolucradas.

Las bases de datos utilizadas (Tabla I) son:

- Breast (2 clases). Esta base de datos contiendalos de cancer de mama de 699
individuos con 9 variables observadas vinculadasta patologia y se clasifica el tipo
de céancer en dos tipos: benigno o maligno.

- lIris (3 clases). Esta base de datos contiene los die 150 flores de iris a las cuales se
les midi6 4 variables el ancho y el largo del sépel ancho y el largo del pétalo y se las
clasifica en tres especies: setosa, virginica sieelor.

- Wine (3 clases). Esta base de datos contiene tos da 178 vinos provenientes de la
misma region de Italia a los cuales se les midech3ponentes etilicos y se los clasifica
en tres tipos.

- Glass (6 clases). Esta base de datos contienatos de 214 cristales a los cuales se les
midio 10 variables y se los clasifica en 6 clases.

Cantidad: Breast Iris Wne Glass
Clases 2 3 3 &
Observaciones 635 150 178 214
Varables explicativas 9 4 13 10

Tabla I.- Descripcion de los datos utilizados

Los algoritmos comparados son Adaboost.M1, SAMMEgdng, Random Forest y Stacking
para la estimacion de densidad aplicado a los @nuds de clasificacion. En efecto, la formula de
Bayes nos da un procedimiento para lograr estedpitmp Supongamos que queremos clasificar
un individuox proveniente de una variable aleatofian un problema de clases. Si conocemos
fi. la funcién de densidad de la cldse p, = P(Y = k) la probabilidad a priori de la clage
entonces, utilizando la regla de decision de Bgga maximizar la probabilidad a posteriori

P(Y = k|X = x) = 2D __ o clasificador resulta ser
( IX=2) =52 ere

hi(x) = Ar z [ (X)),
(x) ?HM'[I} e P fie(x)

En la practica se estima, por la proporcién’il—" de la claséc dentro de la muestrayf es la
cantidad de veces que se observa la dlasa la muestra yn la cantidad total de datos). La
estimacion de la densidgf] se obtiene por algin método de estimacion, enrgeper el
método de estimacion por nucleo. Si la varidble R¢, una manera de estimar la densidad de
es considerar la estimacion por nicleo multivariada

T d i
o = | 145
X, = — ——
nh< h
=1 \ f=1
siendox?, ..., x™ € R% las observacioneg, una funcion nicleo y = (x, ,x, e Xj ) E R,

Cada conjunto de datos se divide aleatoriamenignammuestra base (2/3 de los datos) para el
aprendizaje a los efectos de entrenar el modelmynwestra test (1/3 de los datos) para evaluar
la performance del modelo.
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Se realiza una primera simulacién para estudiavdducion de la tasa de error en la muestra test
en funcion de la cantidad de modelos que se agrafjastimador final. En la Figura llI
presentamos las graficas de esta evolucion, premedilos resultados obtenidos tras haber
corrido 5 veces los algoritmos Bagging (Bag), Randeorest (RF), Adaboost (Ada) y Samme
(Sam) -cuando corresponde- en cada uno de losrtosjde datos y utilizando como hipotesis
de base arboles de clasificacion obtenidos por CARiTlas graficas obtenidas podemos ver que
Random Forest es el algoritmo que produce la mesar de error sobre todos los conjuntos de
datos utilizados. Por otro lado observamos que Sarieme buenas performances sobre los
conjuntos de tres clases, mejorando los resultabbtsnidos por Adaboost.M1, pero que su
desempefio no es bueno en el caso de Glass (6)cl@memos ver también que, en general, la
tasa de error va disminuyendo a medida que se ayesiimadores en las técnicas que usamos.

Hroxst Iri=
T === 21T S
i |I TR |._'.|'!-:I' |
E B II||I flL il
e m I. | |
| ! il i
£ ] z i
o C
Ilu
g b E 2
PR '
5 5
E B
& T T T T T ! T T T T
20 40 &l ab 100 o an 4a 4] an a0
reracann feracan
Winee Glass
at
! :
c . B 3 e e
= ||| A
||, iy
0" { o F
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Teracan Wracan
Figura lll.- Evolucion de la tasa de error en fuéie de la cantidad de iteraciones sobre cuatro oatgs de
datos del UCI

Por otro lado, en la Tabla Il, presentamos lasstdsaerror obtenidas en la muestra test sobre los
mismos conjuntos de datos a los efectos de compasamétodos de agregacion Bagging,
Random Forest, Adaboost.M1, SAMME (cuando corredppny Stacking aplicado a la
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estimacion de la densidad. Para mostrar como lagagidn de modelos favorece buenos
resultados incluimos en esta tabla los resultadatenidos por un arbol de clasificacion
construido con CART. Para Bagging, Random Foredgbfost.M1, SAMME utilizamos 100

hipétesis intermediarias y promediamos los redalaluego de 20 corridas. Para Stacking,
t2

. - 1 —_
agregamos cuatro estimadores por nicleos gaussi&mds= 7=¢ 2, con anchos de ventana

h € {0.1,0.2,0.3,0.4} y la matrizA se obtiene a partir de una validacién cruzada=deé.

Observamos que Random Forest es el algoritmo gue tnejores desempefios globales sobre
estas bases de datos. Mismo en el caso de Itasdade error obtenida por Random Forest es
muy parecida a la de Stacking. Sobre los conjuiéodatos con 3 clases (Iris y Wine), SAMME
mejora los resultados obtenidos por Adaboost.MD per es el caso para Glass. Finalmente
pareceria ser que Stacking aplicado a la estimaitgdia densidad no obtiene buenos resultados
(por lo menos competitivos) en el caso que la dadtide variables explicativas es importante.

CART Adaboost.M1 | Bagging R. Forest SAMME Stacking
Breast 0.075 0.042 0.046 0.032 0.088
Iris 0.059 0.053 0.058 0.047 0.051 0.042
‘Wine 0.119 0036 0.077 0.027 0.035 0.235
Glass 0.401 0272 0.266 0.238 0.33 0.41

Tabla Il.- Comparacioén de la performance de CARTabbst.M1, Bagging, Random Forest, SAMME y
Stacking

3.2. Estimacion de la densidad En esta parte utilizaremos algunos algoritmos degagion de
modelos adaptandolos al contexto de la estimac@nlahsidad. Existen relativamente pocos
trabajos sobre este tema, y a la vez, son muy pasasomparaciones sobre los desempefios
entre estos tipos de algoritmos. Esta aplicaciopagte de un trabajo de investigacion realizado
en conjunto con B. Ghattas en [17] donde compardasoserformances sobre distintos modelos,
con distintos grados de dificultad, de varios eatlores de densidad obtenidos por agregacion.
Proponemos dos tipos de agregacion a partir higotesermediarias sencillas como los
histogramas. Llamamos estos dos métodos AggHisagHiBt y pertenecen a la familia de
métodos de agregacion homogéneos.

En AggHist empezamos construyendo un histogram@a cada iteracionm del algoritmo se le
suma un ruido gaussiano a los puntos de cortedanfervalos dén y se construye un nuevo
histogramah,, basado en estos nuevos intervalos. El prediictal es el promedio de estos

histogramas, es decir:
. l .H.I
fx) EZ g ().
m=1

En BagHist, a cada iteracidn del algoritmo se sortea una muestra bootstrapsieldtos y se
construye un histogrami,, sobre la misma. El predictor final resulta delmedlio de estos

histogramas:
M
.'r':."l] = EZ 'rirri':x-‘-.]-
m 1

Para cada uno de estos métodos realizamos vamatasiones a los efectos de determinar por
maxima verosimilitud la cantidad de puntos deeamtimal y la amplitud de la perturbacion
aleatoria que se efectia en AggHist.
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La primera simulacion que presentamos resulta dgpacar las curvas obtenidas por AggHist,

BagHist, agregando para cada uno de estos métMo300 histogramas, a los efectos de ver

como se ajustan a la verdadera densidad. En laagFigumostramos estas gréficas para el caso
de la ley Gaussiana estandar y de la Claw Der3itgre las gréaficas obtenidas podemos ver que
las curvas que se obtienen parecen ajustarse tdeorente bien a la curva de la verdadera
densidad, en particular en los ajustes de lastistimodas.

Sobre estos mismos modelos, en la Figura V mossammo va decreciendo el error cuadratico
medio de las predicciones en funcién de la cantilatlistogramas que se agregan al correr 100
veces cada algoritmo y promediando.

ol
]
i

Figura IV.- Comparaciones de los graficos de lasgigades obtenidos por AggHist, BagHist con la
densidad simulada: a la izquierda la ley Gaussiavigd,1) y a la derecha la Claw Density.
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Figura V.- Curvas de evolucion del MISE en funaéra cantidad de modelos agregados: a la izquierda
para la ley Gaussiand(0,1) y a la derecha para la Claw Density

Finalmente comparamos la performance de nuestgositahos con dos técnicas de agregacion
de estimadores de densidad conocidas, utilizanslanismos estimadores que en la literatura
consultada:

- El Stackingde 3 nucleos gaussianos y 3 nucleos triangulavasaocho de ventana
h € {0.1,0.2,0.3} y una validacion cruzada de10 como en [16].
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- AggPure algoritmo desarrollado por Rigollet y Tsybakov[&8]. Para este método, al
igual que en Stacking, se elige al principio unatidad fijaM de estimadores de la
densidad por nicleo con anchos de ventana distiEtosada iteracion del algoritmo se
divide el conjunto de los datos en dos partes:riimgra parte sirve para obtener los
estimadores de densidad y con la segunda partetiseizan los coeficientes que seran
utilizados para realizar la combinacion lineal, estiéndose un estimador del tipo
f:(x) =X¥_ a, fn(x). Se reitera este proceso tantas veces se degeeoynputa un
estimador finalf, que resulta ser el promedio de las estimaciaratizadas, es decir si
S es conjunto de todas las divisiones hechas esgonc

rﬂnyure {1} = é EﬁES er[:xj

En nuestro experimento realizamos 10 divisionesligamos 4 estimadores por nicleos
gaussianos con ancho de ventare@{0.001,0,005,0.01,0.05,0.1, 0.5} como en [18].

A los efectos de mostrar como la agregacion denadtires de densidades tiene ventajas sobre
otros métodos clasicos, incluimos también en nagstomparaciones los errores cometidos por
las predicciones hechas por un histograma (Hit}s ypredicciones hechas por un estimador por
nacleo Gaussiano simple (KDE) donde el ancho deamenes optimizada por el método de
Silvermann.

En el experimento comparamos y promediamos losesruadraticos medios (Mean Integrated
Square Error, MISE) sobre un conjunto de 500 dagakzando 100 corridas de cada algoritmo.

Las funciones de densidad utilizadas son:
- (M1) la ley Gaussiana estandar.
- (M2) la ley exponencial
- (M3) una mezcla de dos Gaussianas
- (M4) una mezcla de tres Gaussianas.
- (M5) la Claw Density.
Estas simulaciones son partes de las que se realizfl7].

Hist AggHist BagHist KUE stacking AgpPure
M1 0.171 0.056 0.085 2,085 D.054 0.076
M2 0,739 0.720 0.701 5.88 1.12 1.28
M3 0.0E1 0.024 0.040 2.094 D.024 0.036
W4 2.08 0.034 0.050 2.206 0.035 0.036
M5 0.859 0.531 0.547 2.12 0.538 0.768

Tabla Ill: Comparacion de los errores obtenidos es dlistintos modelos.
Los valores indicados en esta tabla correspond&fveces el error MISE.

En la Tabla Il presentamos los resultados obtemid®demos ver que sobre los modelos
considerados las técnicas de agregacion de estissade densidad tienen mejores resultados
gue los estimadores clasicos. Nuestros algoritoosnsas eficientes en 4 de estos 5 casos y
AggHist obtiene un resultado muy cercano al dekstgcpara el modelo M1. Observamos que

Stacking tiene muy buenas performances en los medede mezclas de Gaussianas.

Comprobamos al correr los algoritmos que los tiesng® respuestas de AggHist y de BagHist

son menores que los de Stacking y de AggPure:emtoe$us complejidades son proporcionales a
la de un histograma.
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4. Conclusiones.£n este articulo repasamos los principales métddagregacion de modelos
conocidos en la literatura del aprendizaje autarnaly sus desempefios en aplicaciones
provenientes de enfoques distintos: la clasificagida estimacién de densidad.

Estos métodos intentan mejorar bajo distintos pudtovista los modelos predictivos obtenidos
por uno o varios métodos determinados, con digingpados de avances tedricos y
experimentales. Si bien en el contexto del aprejeligupervisado y en problemas binarios los
métodos de agregacion de modelos han dado muy bueswltados y tienen un respaldo tedrico
importante, no se cuenta con el mismo grado dezzeren problemas de varias clases ni mucho
menos en contexto no supervisado. La tesis dodtt®hkn curso se centra en esta problematica,
encontrando y profundizando resultados tanto eogsrcomo tedricos sobre el problema de la
estimacion de la densidad uni y multidimensionpa#ir de las técnicas de agregacion y sobre la
extension del Boosting para los problemas de valéses.
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