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Resumen.-La estimacion de una densidad es un problema olagianuy estudiado en
Estadistica. En este articulo repasamos brevenadgui@os estimadores usuales de una densidad
unidimensional como el histograma, el Averaged t&tiHistograms (ASH) y el estimador por
nacleo. Nos interesamos en particular a la elecdiéna ventana, parametro determinante en
cuanto a la prediccion del modelo. Terminamos maesibajo con una simulaciéon comparando los
métodos presentados sobre un conjunto comun dé&lddms.
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Summary.- Density estimation is a classic problem and hasibedensively studied in Statistics.
In this paper we briefly review some usual densijimators as the histogram, the Averaged
Shifted Histograms (ASH) and the kernel densitimesor (Kde). We care in particular on the
choice of the bandwidth of Kde which is a fundamileparameter of the model and greatly
influences the prediction. We finished our workhveitsimulation comparing the described methods
on a common set of densities.

Keywords: Density Estimation; Histogram; Kernel Density Esiion.

1. Introduccion.- La distribucion de una variable aleatoria absoletaie continua X puede ser
descrita a través de su funcion de densjtidén efecto, si X es una variable aleatoria corsider
f v A un subconjunto medible entonces

P(X € A) =f f(x)dx
A

Uno de los principales problemas de la Estadisésa dada una muestra aleatoria simple
{x1, ..., x}, estimar la funcién de densid#dde la variable aleatorid de la cual provienen. Un
primer enfoque consiste en suponer que la disidbute X pertenece a cierta clase paramétrica de
funciones de distribuciones y estimar los paramsette la misma. Por ejemplo suponer que
{x,...,x,} sonn realizaciones independientes de una variable @laato~ N (u,0?) y estimar la
media p y la desviacion estandar a partir de las observaciones, ...,x,. Este enfoque
paramétrico tiene la desventaja de ser poco flexbks, al suponer que pertenece a alguna familia
de funciones, impone cierta restriccion sobre lsitladf . La idea del enfoque no paramétrico se
basa en no hacer ninguna suposicién sgbrg estimarla directamente a partir de los datos.
Supongamos que XA, siendoA un intervalo pequefio dongfeno varia demasiado. Entonces:
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PXeA) = f fx)dx = f(x)I(A) conx e A
A

dondel(A) es la longitud del intervald, por lo cual

P(X € A)

fe) ==+

Por otro lado, como la probabilidad de duguntos de las observaciones caigan dentro del

n
intervaloA es (kJP(X OA)*@-P(X OA)"™, el estimador de méaxima verosimilitud de

P (Xe A) ess , entonces sustituyendo en la expresién antegitiese que:

f(x) = (A

El problema consiste entonces en elegir adecuadaraeoonjuntcA para poder estimaf (x). En

este trabajo repasamos varios estimadores no pai@seélasicos para una densidad tales como el
histograma y los estimadores basados en nucletss Estimadores han dado lugar a numerosos
trabajos con la finalidad de eledirde manera 6ptima. Repasaremos dichos enfoquegiy atro
método para después comparar sus performances wolrenjunto de densidades con diversas
dificultades.

2. Histograma y Averaged Shifted Histograms (ASH)
2.1. Histograma.-El histograma es seguramente el estimador de deheids sencillo e intuitivo.

En una dimensién, el mismo se construye eligiend@nigenx, y subdividiendo el eje real en
varios intervalos o celdd de longitud h, obteniendo la particioB;fjeZ siendo:

Bj =[xo+ (j—1Dh,xy+jh),jeZ

Para cada se cuenta la cantidad de observaciones de la raugst caen en el interval), es
decir six € B;, asignaremos & el valor

1 cantidad de observaciones en B;

i) = 1(B)

dondel(B;) es la longitud del intervalb; .

Si suponemos que cada intervalo tiene la mismaitlahgh, podemos entonces definir el

histograma como:
~ 1
0 = — Z Z Lix;en;) Lxen;)

j€EZ i=1

1, six €A
0, six¢gA’
hace que f, sea una densidad, es decir que [ f,(x)dx = 1.

Siendo1, la funcién indicatriz definida pat, (x) = { Obsérvese que el términgl}—l
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El histograma depende de dos parametros: el lagda gentana y el origen x, . Para distintas
elecciones del origen los histogramas construidesien ser completamente diferentes. La Figura |
muestra el histograma que se obtiene al consié€raatos provenientes de una densiNd@, 1)
cambiando los valores de estos dos parametros.

Parax fijo, del calculo del sesgSesgo (f, (x)) =E(f,(x) — f(x)), y de la varianza d§,, se
observa que si es grande, y por lo tanto el histograma tiene peeddas, la varianza disminuye
pero el sesgo es grande (ver [1]). En cambloes pequefio, el histograma resultante tiene muchas
celdas y se produce el fendmeno inverso: el sesgeguefo pero la varianza es grande. Hay que
encontrar por lo tanto un compromiso entre el sgstp varianza de manera a que ambos sean
relativamente pequefios. Existe una vasta literajuea propone algunos métodos de manera a
optimizar la ventana: regla de Sturges, regla de Scott, etc ([2], [3]).
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Figura I.- Histogramas obtenidos a partir de 5aasprovenientes de una N (0,1) al cambiar los \edatel
origen x0 y la longitud de la ventana h.

Otra manera de encontrar un valor optimal paras considerar para el histograma el error
cuadratico medio integrado, en ingMean Integrated Square ErroMISE, definido por

- —~ 2
MisE (7) = E(f (0 - 1) dx)
dondeE denota la esperanzafyes la densidad a estimar. Este error se puedeiagamo(ver [1])
por elAsymptotic Mean Integrated Square Err&MISE:

. 1 1
AMISE (f,) = —t EhZR(f')
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dondeR(f') = [(f'(x))?dx.

Un calculo sencillo muestra que el valoridgue minimiza la expresion anterior es:
1

e vz
7\l ar

Si bien este valor en la practica es dificil deeabt, ya que al desconogerampoco se conogg,
muchas veces se suele suponer que la distribusitarenal para calcularlo y en este caso:

1
hope = 3.56n3

2.2 Averaged Shifted Histograms (ASH).En la Figura | podemos ver como distintos valores
para el origerr, modifican el histograma que se obtiene al conaidem mismo conjunto de datos,
aun considerando la misma ventanaUna manera de “independizarse” de la elecciorodgen
fue propuesto por Scott en 1985 en [2] y consist@remediar varios histogramas con el mismo
valor deh pero con distintos origenes y por lo tanto tomarat@s particiones del eje real.

Consideramos un histograma con ancho de verttaoggen en 0, y grill{[jh, (j + 1)h)} ez con
celdas de larga. SeaM > 0, definimoss = %y dividimos cada celdgh, (j + 1)h) enM nuevas

celdasB;, = [kd, (k + 1)5) obteniendo de esta manera una grilla mas finaofaemos pow, las
observaciones que pertenecen a la cgldaPor ejemplo si k = 0, la celda original esHDy la
dividimos enM subceldas:

By =1[0,6),B; =[6,28), ....By_1 = [(M — 1)§,M6) = [(M — 1)6, h).
Supongamos que € B, = [0, ). Entonces hai/l histogramas de ancho de ventana M§ que
cubren aB,,.

El primer histograma, evaluado gnvale
—~ vl_M+ UZ_M+"‘+UO
filx) =
nh

El segundo histograma, evaluadoxewale

Vz_M + U3_M R UO + U1
nh

Y asi sucesivamente hasta obtener el Ultimo hiatogr evaluado er

fto) =

170 + -+ vM_l
nh

El estimadorAveraged Shifted Histogramm&SHse obtiene promediando estdsestimadores, es
decir,

fu(x) =

M
A 1
fasn@) = 72> fn)

. . . 1 2
Observar que en nuestro ejemplo, en la suma finkktuencia de, _,, es—., la dev,_y es.,
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JNadevy_1_y es? la dev, es— =1, la dev, es? la devy_4 es— Entonces podemos
reescribir en genergﬂlSH (x) como

S
A

1 M-
fASH(x) - M y h Vk+j Vx € Bk
j=1-

Il
fu

y simplificando:

M-
. 1 ljl .
fasu(x) = s Z (1——> Vkej  SLX € By
j=1-

Es importante notar qu&SH no es un simple histograma con un ancho de vemt&@sapequefio
como lo muestra la Figura Il. Si consideramos unjwtto de 100 datos provenientes de una
densidadN(0,1) y utilizamos paraASH M = 8 histogramas con largo de ventainsa 0.8, el

histograma obtenido con largo de vent%na 0.1 es diferente al estimador obtenido p&H

Histograma ASH
w0
w© -
S =]
< i
o 7 7o
o _| [
o i ‘T‘
= = 24 ‘r \
3 3 © 1 \
5 5 J \
s 3 s o
o / 4
o 7 |
/ \
o J \
o - J, \
s/ A
/ \
o o
o T o 7
I I I I I
2 -1 0 1 2 -2 -1 0 1 2
X X

Figura Il.- Histograma con ancho de ventaha 0.1 y ASH promediando M = 8 histogramas con anda
ventana 0.8 obtenidos a partir de un conjunto de d&tos provenientes de una densidad N (0, 1).

En [2], se prueba que si la derivada segunda derlasidad a estimar es uniformemente continua en
Ry la derivada tercera pertenecé?aentonces tomandil = +oo y para valores da grande, el
MISE del estimador que se obtiene p@H es minimo. En la figura Ill mostramos el ajudéd
estimador obtenido poASH para una mezcla de tres gaussianas incrementandantidad de
histogramas que se promedia.

Por otro lado, fijados y n, six € Bxy la observacion; € Byj, tomandoM — +w, la cantidad de
celdas entre € By y X € By+j es aproximadamenjey entoncesx|- x|~ [j|d por lo cual:

ljl 1j1é lx —x] .
1—M—1—m~1— hl silx —x;)| <h
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Al serM grande, se tiene que la cantidad de observacemeada celda es 0 o 1. Por lo tanto; si
no pertenece al interval@x — h, x + h) entonces no tiene influencia en la estimacion den
ASH Podemos entonces escribir:

,‘},i_rﬂofASH(x) = %Z (1 _ |x ;xz') 11 (%)

Donde esta vez la suma se hace sobre los datasulfisia expresion nos permite considerar una
clase mas importante de estimadores para una dendldmados estimadores por nucleo que

estudiaremos en la seccidn siguiente.

M=1 M=2 M=4
< ] III 2 [} =4 N
o | I+ i
II I | |
- a4 — |
24 |I o li II o | |
& 3 3 |
[ I £ i .3 [ |
s34 | e 394 L - Ii
ooy |
= I =N 11
o | ) o ,II 57| -
| — = |
a |1 h\‘\._ o | o |4 \\
= T T T T T =T T T T T =TT T
4+ -2 0 5 & - = | 2 4 B H
x x x
M= M=38 M=10
- | - | = |I.II
. I . & . {1
I~ i} [}
24 Il aq f1 =7 ||
i 1| | i | I| & I
] | g | | g |
54 | 324 | 1 g |
| [ | | |
- \ o
AV \ » 1 51/ /™
= | s ]! b1
o T T T T T - T T T T T T
4 -z 3 4 - - 2 e 2 4
B ¥ u
M=20 M= 50 M= 100
" 'I.II ft " I
- I - 1 |
1" Il M|
W I i I Il
814 1) 1 A
4 I3 -4 I ¥ [t
L 334 | | L - A
| II [ - &
| | = |
- < | A ] \
a1 | e O I L a .
f ] v . A | o RWA
o ri o |/ Yo b - i AN
= T T T T T L T T T T T

Figura Ill.- El estimador ASH con distintos valongara M para una mezcla de tres gaussianas.

3. El estimador por nlcleo.- Ademas de depender de dos parametros, la vemtaeaorigenxo,
una de las caracteristicas del histograma que @@a@do menos restrictiva es que se asigna a cada
uno de losx de una misma celdB; el mismo valor estimadg,(x). Esto hace también que el
histograma no sea una funcién continua, tenga ¥aatios y por lo tanto no sea derivable en estos
saltos y tenga derivada nula en los restantes pult@ual no es del todo conveniente si se quiere
estimar una funcién de densidiague sea por lo menos continua.
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En vez de subdividir el eje real en celdas de lardeterminadas por el origen que se elija y contar
la cantidad de observaciones que caen en cadalade eh 1956 Rosenblatt propone en [4]
considerar, para cadaun intervalo centrado ende radioh. Esta manera de abordar el problema
de la estimacién de una densidagls coherente con aplicar el teorema de Glivenkuella En
efecto, este teorema asegura que un buen estirdadarfuncion de distribuciof de una muestra
aleatoria simple es la distribucion empirica

#{i : x;€ (—o0,x]}
n

Fn(x) =

ya que, casi seguramente,
rerlFa(X) = F(x)[ =0

Como la funcién de densidées la derivada de la distribuciBnla misma se puede obtener como
F(x+h) —F(x—h)

f@) = lim 2h
Y podemos entonces hacer una estimacidipgienediante

#{x;: x;e (x—h,x+h]}
o — Fx +h) —F(x—h) ————
Jal) = 2h - 2h

siendoF, la distribucién empirica d€. Por lo cual

1 cantidad de observaciones en (x — h,x + h]

fa@) = I((x — hx + h])

Es un estimador muy parecido al histograma defigidda seccién 2.1. Este estimador se suele
llamar histograma con ventana movil. Esta férmulede ser reescrita como:

n

» 1 v 1 X — X;
fn(x) = ﬂz 1 (n rn (X)) = Mz 1(—1,1]( W )
=

i=1

Formalizando un poco mas, si definimé&sR —» R porK(x) = %1(_111](x) entonceg;, (x) puede

escribirse como:
N 1w X — X;
mm—EZK(h)

Esta manera de escribir el estimaglpdef permite ver claramente c6mo cuando una observacion
X se encuentra dentro del interv@do— h, x + h] la misma contribuye a la frecuencia calculada.
Sin embargo la estimacion no toma en cuenta qualégada o tan cerca dese encuentrs. La

idea del estimador por nicleo consiste en pondedarle mayor peso a las observaciones que se
encuentran cerca deen(x — h, x + h].

3.1 Kernel Density Estimator (Kde).-Un estimador por nucleo Kernel Density Estimator, Kde
de una densidad f es la funcion:

. 1%
AOEEDWACTED
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dondekK,: R - R esta definida pok,(x) = %K (%) A K se la llam&uncién naoko y se pide en
general que sea no negativa, simétrica, unimodal yue [ K(u)du = 1. Al pardmetroh se le
llama ventanade la estimacion. Es importante remarcar fju@s una densidad; depende de la
ventanah que se elija (ver seccidn 3.2); es una variabkatatia pues depende de las
observaciones; y que hereda todas las propiedadiesfdncionK (continuidad, diferenciabilidad,
etc.). La funciénk,, indica el peso que tiene la observacigrde la estimacion dg(x). Existen
varios ejemplos de funciones nucleos, por ejengaoa citar los mas importantes:

» El ndcleo uniformeX (t) = %1{|t|51},
* Elndcleo triangulak (t) = (1 — [t]) 1gg<1)
* Elndcleo de Epanechnikdi(t) = 2(1 — )11}

1 _ltz

e Elndcleo gaussiang(t) = =2

Observar que el estimador que se obtiene utilizamdbistograma con ventana movil es un es-
timador por nicleo con un nucleo uniforme, y elneatior que se obtiene haciendo terldler> «

en ASHes un estimador por ndcleo con nucleo triang@aeda claro que en el caso del nicleo
uniforme todas las observaciones que caen en@abalb (x — h,x + h] tienen el mismo peso,
pero que tanto con el ndcleo triangular, el de Epanikov y el Gaussiano, las observaciones mas
cercanas & estan afectadas de un peso mayor.

A pesar de poder elegir dentro de una vasta garfiand®mnes nudcleok, la eleccién del mismo no
es tan determinante como la eleccién de la veritaAhigual que para el histograma, la ventana
juega un papel crucial en qué tan “suave” serssiemacion. Al tomar un valor grande para
muchas observaciones seran tenidas en cuentacaéicelo def, “suavizando” de esta manera la
estimacion obtenida. Por el contrario, si se toma wentanah demasiada pequefia, pocas
observaciones 0 ninguna perteneceran al interusacgntiene a y la estimacion sera poca suave.
La Figura IV muestra la estimacién por nicleo da gaussiana tomando como valores |hara3,

1, 0.01 y 0.001. Este problema sera abordado s#clzEon siguiente.
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Figura IV.- Estimadores por nucleos de una densigadssiana con diferentes valores para la ventana h

Finalmente es de destacar que el estimador poempciede ser visto como la sumandanciones
nucleo reescaladas, cada una de las cuales estadzesobre una observacion. Es decir

n

f=)

i=1 funcién nicleo reescalada

1
EKk(x - x;)

donde cadéKk(x —X;) integra% (Figura V).

oo

Figura V.- Estimador por nticleo como suma de fomes nicleos reescaladas
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3.2 Eleccion de la venta h.Calculando el sesgo y la varianzafiéx) se observa, al igual que
para el histograma, quelsies grande la varianza disminuye pero el sesgoagsie. En cambio si

h es pequefio, el sesgo es pequefio pero la variamgrarede. Una manera de optimizar el valor de
la ventanah consiste en, como en el histograma, encontrarommpmomiso entre el sesgo y la
varianza, minimizando el error cuadratico medi@gnado. Un calculo sencillo (ver [1]) permite
mostrar que sf, es un estimador con nicleo entonces

MISE(f,) = j Sesgof, (x))dx + j Var(f, (x))dx

Es importante notar que el sesgo del estimadondoleo es del orden dé mientras que el sesgo
del histograma es del orden ldéver [1]).

Por otro lado se puede probar que

Sesgef, (9) = 4 ()R +o(h?)
y que
var(f, (x)) = RIK)TO) o(lj
nh nh

siendoR (t) = [(t(x))%dx y u-(K) = [ x"K(x)dx. Por lo tanto es inmediato escribir que

. 1 h* R 1 .
MISE (fy) =ER(K)+T;12(K) R(f )+0(E)+o(h )

Entonces sh - 0, nh - 40 yn — oo se puede aproximar el MISE por:

Ay 1 h* 2 poy g
AMISE (f,) = ER(K) +ZM2(K) R(f")

Y el valor deh que minimiza la expresion anterior es
1
. R(K) 5 _1
= [ﬁ] ns
12 (K)?R(f")
Sin embargo este valor nuevamente depengde pees depende ¢¥¢, la cual es desconocida.
Para intentar paliar este problema se utilizanradgue los métodos descritos a continuacion.

1. El método de Silverman.

Este método supone que la verdadera dengideduna normaV (i, 62). Si notamos por
¢ ala densidad normal(0,1) entonces

3
RG™ = IF" @3 = 07 [ p()dx = 075 == ~ 021207

8Vr
En la practica se sustituyepor el estimadof = Iﬁ ™, (x—x)% Si K es el nicleo
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1
gaussiang(x) = J%e‘ixz tenemos entonces que sustituyendo en la expresidn
1
46°5\5 1
h*=(——] = 1.066n"s
3n

Para evitar los outliers que impliquen una variaimaportante reemplazamas por la
distancia intercuartil? de los datos. Es facil ver que en este dare o(2 x 0.67) =

1.340 y que por lo tanté = %. Sustituyendo se tiene que

- R 1 L1
h* = 1.06.mn 5 = (0.79Rn"s

Finalmente elegiremos

1

- . (. R 1
hyrp = 1.06 mln{a,m}n 5

Una variante sugerida por el propio Silverman csiasen tomar como constante 0.9
(Nrd0) en vez de 1.06 (Nrd).

2. Validacion cruzada
Otra manera de elegir la ventana consiste en agalia proceso de validacion cruzada

([5])-Nos interesamos esta vez al error cuadréatiedio (ntegrated squared error, ISE
dado por

ISE (fa) = [(faG) = f(0))?dx = [(fo(0))?dx = 2 [ f(COf ()dx + [(F(x))*dx  (2)

Observar que el Ultimo termino en la expresién r{@) depende dé. Consideramos
entonces eleast Square Crosdeh, LSCV (h), definido por

. 2% ;
LSV = [ (u@Y dx = 5 fa
i=1

Donde f_; es el estimador por nicleo hallado a partir devgolbs datos sacando la
observacion. En ([1]), se muestra que

(o= ki ()

i=1 j=1
SiendoK * K la convoluciéon dé&. Podemos entonces escrib#itCV (h)como

Lsevn :%Z;K *K(xj ;xi) _n(ni Dh ZZK(Xi ;x])

i=1

Il
oy
-
]
_

Por lo cualLSCV (h)es un estimador dSE(f,) — [ f2(x)dx y como
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E(LSCV(h)) = MISE(f,) — f f2(x)dx

resulta queL.SCV (h) es insesgado a menos fAg?(x)dx. Denotamos pok, (UCV por
unbiased cross-validation) el valor klgue minimizalSCV (h).

Stone prueba en ([6]) que encontfapor este método es asintéticamente 6ptimo bajo
condiciones muy débiles sobre la densiflad

3. Meétodo plug-in de Sheater y Jones
Nuevamente se quiere estinkg(if’") en la expresion
1
[ RK) P 2
g [ — 5
12 (K)?R(f")

Esta vez observamos com®(f"") = [(f"(x))%dx = [ f®(x)f (x)dx = E(f (X)),
podemos entonces estinfagf’") por

n n (4)

EORESY oy WG ) Qi o PRILE

i=1 j=1 i=1j=1

dondeg es una nueva ventana para el estimador por ndoleiderado.

Sheater y Jones ([7]) y [8]) proponen como valoapgeaa

— g(h) = <2K(4)(())/«‘2(1()5(571))7 5
g9 R(K)T(g2)
donde
5(91)_n2gIZIZ (4)( )
y

T(g,) = — 722 K® (xlgzxj)

i=1j=1
los estimadores por nicledgg,) y S(g,) son estimadores d&f'") y R(f""") con ventanag, y
g» respectivamente. Estas dos ventanas se calciddiamie la Regla de Silverman, asumiendo
Unicamente en esta etapa que la distribucion esaloBe usa entonc&§g(h)) como estimador
deR(f"). Por lo tanto la ventanas; obtenida por el método de Sheater y Jones edueién de
la ecuacion

nr

1
B = R(K) ]E
12(K)2S(g(h))
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4. Agregacion de estimadores por nulcleoskos métodos de agregacion de modelos en
aprendizaje automatico combinan varios estimadooestruidos sobre un mismo conjunto de
datos con el fin de obtener un modelo predictivo eoa mejor performance. Los mismos han sido
ampliamente estudiados y han dado lugar a numetagugos tanto experimentales como teéricos
principalmente en clasificacion y en regresiénuancontexto supervisado. Algunos trabajos han
aparecidos también aplicando estos métodos al g@blde la estimacién de una densidad.
Invitamos al lector interesado en la misma en deens{®], [10] y [11] para un desarrollo mas
detallado de estos enfoques. En este trabajo peopms incluir el algoritmo secuencial de M. Di
Marzio y C. Taylor, BoostKde, inspirado del Boogtifver [9]). Para este algoritmo, se inician
uniformemente los pesos de cada observacion yigee w@h valor para la ventana h. En cada etapa
m se calcula un estimador de la siguiente manera:

S Wi (D)
R _ W, (i X — X;
fm(x)—Z ok ()
i=
siendoK una funcién nucleo, w,, (i) el peso de la observacidde la etapan. Observar que en la
etapa 1f; coincide con el estimador por nlcleo y que eretapas siguientes podemos pensar, a

pesar que no sea una densidad, el estimador comespecie de estimador por nicleo ponderado.
Al igual que en Boosting, el peso de cada obseimasé actualiza en cada etapa de la siguiente

manera.:
fm (xi) >

f‘ng_i)(xi)

Wi 41 (D) = wi (1) + 10g<

Dondef ™ (x;) = 27=1WmT0'>K (%) El estimador final eg, (x) = € [["_, £, (x), dondeC es
JED!

un factor tal qug,, sea una densidad.

En [12], los autores muestran p&la= 2, una reduccion del sesgo del ordemtigecordar que el
sesgo erKde es del orden d&?). No obstante, no es claro como se comporta elrifigo para
valores deM > 2. En las simulaciones utilizan varios modelpsallan distintos valores para la
ventana h minimizando el MISE para diferentes \edateM.

5. Simulacién.-En esta seccién comparamos los estimadores prdssraateriormente sobre un
variado conjunto de densidades que hemos encoateadi bibliografia especializada (ver Figura
VI):
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M1: Normal Estandar MB8: Claw density

M?2: Exponencial M9: Smooth Comb Density

Ma3: Chi cuadrado M10: Mezela normal v uniformes
M4: -Student M11: Densidad triangular

M5: Mezela de dos normales M12: Beta

M6 v M7 Mezela de tres normales

Modal 1 Modsl 2 Modsd 3 Model 4

L
ity
B0 02 04 66 08 10
P T N T R
sty
o
L

T kD i S o i e = ma e s g T
D12 3485 6T 5 W 15 ™M X € <4 2 o 2 4

Modsl 5 Modsi & Modsl 7 Model &

ety
...
b

L
danaity
P N B R B W

Figura VI.- Densidades utilizadas para la simutati

Comparamos sobre estos modelos los siguientesagktias de densidaHtist (histograma)ASH
BoostKdey Kde, realizando los siguientes ajustes de sus parasnetr

- para el histograma BSH utilizamos una grilla de 10, 20 y 50 intervalospgra cada
densidad considerada, retuvimos la cantidad dervaltes que maximiza la log-
verosimilitud del modelo realizando 100 simulaci®de Monte Carlo independientes;

- tanto paraBoostKdeque paraASHtomamosM = 5 como la cantidad de estimadores
intermediarios que consideramos dentro del algoritm

- paraKde utilizamos un nlcleo gaussiano y optimizarh@®n los cuatro métodos vistos:
Nrd, NrdO, UCVy SJ;

- corrimos el algoritmdoostKdecon un nicleo gaussiano pavie5 y con la ventan&
obtenida por los métoddéd, Nrd0, UCV y SJ

En las tablas siguientes, para las 12 densidadesemtamos la performance de cada métodorpara
= 100, 500y 1000 habiendo medido el error por el criteNMISE La misma se calcula como un
promedio del error cuadratico medio sobre 100 siniahes Monte Carlo. En el caso de Kde y de
BoostKde indicamos entre paréntesis el método eéecidin de la ventana 6ptima con la que se
obtuvo el mejor resultado. Por lo general, para 100 0 n = 500 BoostKde o Kde mejoran los
resultados obtenidos por el histograma. No es dhdesempefio de BoostKde para 1000con
esta eleccion dbl. Por otro lado, observamos que a medida que eadon = 100Q elegir la
ventana en Kde por el método UCV es cada vez nedi, verificando de esta manera el
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teorema de Stone. Si bien muchas ve&88l mejora el valor obtenido por el histograma, para

algunos modelos, los resultados obtenidos van eergido de las hipotesis del teorema obtenido

por Scott [13], pues por ejemplo, para aquellasidedes que no son uniformemente continua

como la exponencial, al incrementar el valodMipudimos comprobar que esto no necesariamente
implica una disminucion délISE

Hist  ASH BoostKde Kde
M1 201 1.97  0.455(nrd) 0.189(nrd0)
M2 514 4.98 7.34(nrd) 4.3(ucv)
M3 0.156  0.102  0.0358(nrd) 0.0107(nrd)
M4 1.44 0.949 1.17(urd) 0.191{nrd0)

M5 633 4.2 0.519(nrd) 3(uev)
M6 0.81 0.543  0.0203(nrd0)  0.156(ucv)
M7 1.39 0.81 (.14 (nrd0) 0.508(ucv)

Ms 3.03 2.48 3.35(nrd) 2.17(uev)
MO 268 1.69 1.31(nrd0) 1.36(ucv)
Mo 6.21 4.71 5.88(nrd) 6.65(nrd0)
MI11 187 1.08 1.84(nrd) 2.24(nrd0)
MIi12 130 34 14.7(nrd) 58.2(nrd0)

Table 1: 100 MISE con n =100 vy M =5

Hist ASH BoostKde Kde
M1 0.454 0.116 0.127(nrd) 0.0825(nrd0)
M2 075 3.18 6.25(nrd) 3.02(ucv)
M3 00236 0.0156  0.0104(uev)  0.00291(nrd)
M4 0165 0.0935 1.88(nrd) 0.0938(nrd0)
M5 120 0818  0.115(nrd)  1.98(ucv)
M6 0.0686  0.0308  0.019(nrd0)  0.0883(ucv)
MT 0234 00656 0.034(nrd)  0.309(ucv)
Mz 0.928 0.517 2.08(nrd) 1.77(ucv)
Ma 0.623 0.424 0.901(nrd0) 0.877(ucv)
M10 478 4.45 5.48(nrd) 6.14(uev)
M1l 0.875 0.444 0.542(nrd) 1.53(nrd0)
M12 935 5.5 4.18(nrd) 42 4(uev)

Table 2: 100x MISE con n =500 y M =5

Hist ASH BoostKde Kde
M1 0.221 0.0584 0.0628(nrd) 0.0745(nrd0)
M2 0365 3.24 5.22(urd) 2.51(uev)
M3 0.0114  0.00757 0.0124(nrd) 0.00178(nrd)
M4 0.0897  0.0431 1.58(sj) 0.073(nrd0)
M5 0.639 0.4 0.0663(nrd) 1.7(uev)

M6 00537 0.0195  0.0111(nrd}) 0.0648(uev)
MT 0136 0.0361 0.0165(nrd0) 0.231(ucv)
M8 0606  0.291 1.54(nrd0) 1.7(ucv)

Ma 0.394 0.285 0.633(si) 0.757(uev)
MI10 48 4.59 5.35(nrd) 5.55(ucy)
M1l 0.726 0.438 0.314(nrd) 1.18{nrd0)
Mi12 5 2.68 2.91(urd) 33.3(uev)

Tabla 3.- 100x MISE conn=1000y M =5

6. Conclusioén.-La estimacion de una densidad es un problema ntugliado en Estadistica. En el
correr de este trabajo repasamos algunos estimadtasicos de una densidad unidimensional,
algunas estrategias para optimizar sus parameiasgomparamos sobre un conjunto variados de
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densidades que se encuentran frecuentemente itarddéura especializada sobre este tema. Si bien
abordamos dnicamente el caso unidimensional, esrtenie saber que todos estos métodos se
generalizan naturalmente en varias dimensiones.ieRemente, debido al desarrollo del
Aprendizaje Estadistico, varios métodos provengntie esta area intentaron mejorar,
complementar o englobar las técnicas existenteslo&rarticulos [9], [10] y [11] proponemos
varios estimadores de densidad obtenidos por métde@agregacion. Estos trabajos forman parte
de la tesis [14] y buscan generalizarse al castidimaknsional.
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